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Аннотация. Для предложенной К. И. Руновским усредненной ха-
рактеристики гладкости функций рассмотрены её основные свойства
и получены точные неравенства типа Джексона. Точные значения
некоторых n-поперечников вычислены для классов дифференцируе-
мых функций, определенных при помощи указанной характеристики
гладкости, и мажорант, удовлетворяющих определенным требовани-
ям.
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1. Пусть L2 = L2([0; 2]) — пространство измеримых по Лебегу
2-периодических функций, у которых норма
kfk := kfkL2 =
(
1

2Z
0
jf(x)j2dx
)1=2
<1:
Через Tn 1 обозначим подпространство тригонометрических по-
линомов порядка n   1 (n 2 N): Для произвольной функции f 2 L2;
имеющей разложение в ряд Фурье
f(x) =
a0
2
+
1X
k=1
k cos(kx+ k); (1)
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где равенство понимается в смысле сходимости в пространстве L2,
величина ее наилучшего приближения элементами подпространства
Tn 1 равна
En 1(f) := inffkf   Tn 1k : Tn 1 2 Tn 1g = kf   Sn 1(f)k
=
 1X
k=n
2j (f)
1=2
(n 2 N): (2)
Здесь
Sn 1(f; x) :=
a0
2
+
n 1X
k=1
k cos(kx+ k)
есть частная сумма (n   1)-го порядка ряда Фурье (1) функции f .
Под !m(f; t) (m 2 N; t > 0) понимаем модуль непрерывности m-го
порядка функции f 2 L2, т.е.
!m(f; t) := supfkmh fk : jhj 6 tg;
где
mh f(x) :=
mX
j=0
( 1)m j

m
j

f(x+ jh)
есть конечная разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h.
Через Lr2 (r 2 N) обозначим множество функций f 2 L2, у которых
производные (r   1)-го порядка абсолютно непрерывны, а произво-
дные r-го порядка f (r) принадлежат пространству L2.
Среди экстремальных задач теории аппроксимации функций од-
ной из важных является задача вычисления точных констант в не-
равенствах Джексона
En 1(f) 6 n r!m(f (r); =n) (r 2 Z+; n;m 2 N;  > 0)
на классах Lr2 (L02  L2), где  — константа. Эту задачу в разное вре-
мя исследовали Н. И. Черных, Л. В. Тайков, А. А. Лигун, В. А.Юдин,
В. И. Иванов и О. И. Смирнов, А. Г. Бабенко и другие (см., напри-
мер, [1–15]).
В работе [5] А. А. Лигун рассмотрел следующую экстремальную
характеристику (всюду далее отношение 0=0 полагаем равным 0):
sup
(
E2n 1(f)R h
0 !
2
m(f
(r); t)'(t) dt
: f 2 Lr2; f 6 const
)
;
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где m;n 2 N; r 2 Z+; 0 < h 6 =n; неотрицательная функция '
измерима, суммируема на отрезке [0; h] и не эквивалентна нулю. В
частности, было показано, что имеет место двойное неравенство
1
Br;mn;h (')
6 sup
f2Lr2
f 6const
E2n 1(f)R h
0 !
2
m(f
(r); t)'(t) dt
6 1
inf
n6k<1
Br;mk;h (')
;
где
Br;mk;h (') := 2
mk2r
hZ
0
(1  cos kt)m'(t) dt:
С целью обобщения указанного результата М. Ш. Шабозов и
Г. А. Юсупов [12] рассмотрели экстремальную характеристику:
m;n;r;p;s(';h) := sup
(
En 1(f)
(
R h
0 !
p
m(f (r); t)'(t)dt)s
: f 2 Lr2; f 6 const
)
;
(3)
где m;n 2 N; r 2 Z+; p; s — положительные числа; 0 < h 6 =n, а
функция ' удовлетворяет требованиям, сформулированным выше в
двойном неравенстве, полученном А. А. Лигуном. В [12] была пока-
зана справедливость соотношения
n
Ar;mn;h;p(')
o 1
6 m;n;r;p;1=p('; h) 6

inf
n6k<1
Ar;mk;h;p(')
 1
; (4)
где 0 < p 6 2; 0 < h 6 =n и
Ar;mk;h;p(') := 2m=2
 
krp
hZ
0
(1  cos kt)mp=2'(t) dt
!1=p
:
2. При решении некоторых экстремальных задач теории аппрок-
симации функций в L2 вместо модуля непрерывности m-го порядка
С. Б. Вакарчуком, В. И. Забутной и М. Ш. Шабозовым использова-
лась следующая усредненная характеристика гладкости [13–15]:

m(f; t) :=
8<: 1tm
tZ
0
  
tZ
0
km
h
fk2dh1    dhm
9=;
1=2
; (5)
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где t > 0; h := (h1; : : : ; hm); mh := 
1
h1
1h2     1hm ; 1hjf(x) :=
f(x + hj)   f(x); j = 1;m: Напомним, что в ходе исследования ва-
жных вопросов конструктивной теории функций в метрическом про-
странстве Lp (0 < p < 1) подобного рода усредненная характеристи-
ка гладкости функций рассматривалась К. В. Руновским [16, 17] и
Э. А. Стороженко, В. Кротовым, П. Освальдом [18].
Заметим, что усредненные модули непрерывности иного вида ра-
нее изучались Р. М. Тригубом (см., например, [19, 20]) в пространс-
твах Lp (p > 1) и была показана их слабая эквивалентность обычным
модулям непрерывности.
Далее отметим свойства 
m(f), поскольку они, по нашему мне-
нию, представляют определенный интерес.
1. lim
t!0

m(f; t) = 0:
Действительно, поскольку норма km
h
k является непрерывной фун-
кцией от h1; : : : ; hm; то данное свойство вытекает из теоремы о сре-
днем для кратного интеграла:
lim
t!0

m(f; t) = lim
t!0
k1h1(t) 1h2(t)     1hm(t)fk = 0;
где 0 < hj(t) 6 t (j = 1;m) — значения, зависящие от t:
2. Функция 
m(f; t) непрерывна при t > 0:
3. 
m(f; t) 6 2mkfk:
Данное свойство можно показать, используя метод математической
индукции.
4. 
m(f1 + f2; t) 6 2(
m(f1; t) + 
m(f2; t)):
Действительно, поскольку m
h
(f1 + f2) = 
m
h
f1 +
m
h
f2; то kmh (f1 +
f2)k2 6 2

km
h
f1k2 + kmh f2k2

: Используя формулу (5), получаем
требуемое неравенство.
5. 
m(f; nt) 6 nm
m(f; t) (n 2 N):
Докажем это свойство. Поскольку

m(f; nt) =
(
1
(nt)m
ntZ
0
  
ntZ
0
km
h
fk2dh1    dhm
)1=2
=
(
1
tm
tZ
0
  
tZ
0
km
nh
fk2dh1    dhm
)1=2
;
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где nh := (nh1; : : : ; nhm), то теперь необходимо показать справедли-
вость неравенства km
nh
fk 6 nmkm
h
fk и далее воспользоваться соо-
тношением (5). Применим метод математической индукции для до-
казательства указанного неравенства. При m = 1 и m = 2 имеем
соответственно
1nh1f(x) =
n 1X
i1=0
1h1f(x+ i1h1);
1nh2 1nh1f(x) = 1nh2 
 n 1X
i1=0
1h1f(x+ i1h1)

=
n 1X
i1=0
1nh2 1h1f(x+ i1h1)
=
n 1X
i2=0
n 1X
i1=0
1h2 1h1f(x+ i1h1 + i2h2):
Следовательно, k1nh1fk 6 nk1h1fk; k1nh21nh1fk 6 n2k1h21h1fk:
Пусть при m = k, где k 2 N; k > 2; справедливо неравенство
k1nhk 1nhk 1     1nh1fk 6 nkk1hk 1hk 1     1h1fk:
Тогда для m = k + 1 получаем
k1nhk+1 1nhk     1nh1fk 6 nk1hk+1  (1nhk     1nh1f)k
= nk1nhk     1nh1  (1hk+1f)k 6 nk+1k1hk     1h1 1hk+1fk
= nk+1k1hk+1 1hk     1nh1fk;
т.е. km
nh
fk 6 nmkm
h
fk:
6. eCm
m(f; t) 6 !m(f; t) 6 Cm
m(f; t); где eCm и Cm — некоторые
постоянные, не зависящие от t и f 2 L2.
Отметим, что для пространства Lp (0 < p < 1) данное свойство
было получено К. В. Руновским [16]. Используя некоторые сообра-
жения из [16, 17], покажем его справедливость и в рассматриваемом
случае. Получим вначале второе неравенство. Из [17] следует соо-
тношение !1(f; t) 6 C
1(f; t); где C — константа, не зависящая от
функции f и переменной t. Используя определение модуля непре-
рывности первого порядка и формулу (5), отсюда получаем
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k1fk2 6 C2
1
t
tZ
0
k1hfk2dh;
где j j 6 t: На основании данного неравенства для любого  2 [ t; t]
имеем
k2fk2 = k1 1fk2 6
C2
t
tZ
0
k1h1 1fk2dh1
=
C2
t
tZ
0
k1 1h1fk2dh1 6
C4
t2
tZ
0
tZ
0
k1h2 1h1fk2dh1dh2:
Следовательно, !2(f; t) 6 C2
2(f; t); где C2 := C2: Продолжая по-
следовательно указанным образом описанный процесс, получаем не-
равенство !m(f; t) 6 Cm
m(f; t); где Cm := Cm: Поскольку получе-
ние оценки сверху величины 
m(f; t) через !m(f; t) основано на идее
доказательства соответствующего факта для случая 0 < p < 1 в тео-
реме 3.1 из работы К. В. Руновского [16], то по понятным причинам
оно не приводится.
7. Функция 
m(f) является почти возрастающей, т.е. существует
константа C, не зависящая от f и t, такая, что для любых 0 <
t1 < t2 имеет место неравенство 
m(f; t1) 6 C
m(f; t2):
Действительно, используя свойство 6 и полагая C := Cm= eCm, имеем

m(f; t1) 6
1eCm!m(f; t1) 6 1eCm!m(f; t2) 6 C
m(f; t2):
3. С нашей точки зрения, по аналогии с (3), определенный инте-
рес представляет изучение экстремальной характеристики
Km;n;r;p;s(';h) := sup
(
En 1(f)
(
R h
0 

p
m(f (r); t)'(t)dt)s
: f 2 Lr2; f 6 const
)
;
(6)
где m;n 2 N; r 2 Z+; p; s 2 R+nf0g; 0 < h 6 =n; ' — неотрица-
тельная измеримая суммируемая на [0; h] функция, не эквивалентная
нулю. Следующая теорема является своеобразным распространением
результата (4) на экстремальную характеристику (6).
Обозначим sinc t := sin(t)=t (t 6= 0), доопределив данную функцию
значением 1 в точке t = 0, т.е. sinc 0 := 1.
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Теорема 1. Пусть m;n 2 N; 0 < p 6 2; r 2 Z+; 0 < h 6 =n;
' — неотрицательная, измеримая, суммируемая на отрезке [0; h]
функция, не эквивалентная нулю. Тогда справедливо равенство
Km;n;r;p;1=p(';h) =

inf
n6k<1
Br;mk;h;p(')
	 1
; (7)
где
Br;mk;h;p(') := 2m=2
(
krp
hZ
0
(1  sinc kt)mp=2'(t) dt
)1=p
:
Доказательство. Пусть f 2 Lr2, f 6 const. Поскольку f (r) 2 L2; то в
смысле сходимости в L2
f (r)(x) =
1X
k= 1
(ik)rck exp(ikx); (8)
где ck — коэффициенты ряда Фурье функции f , записанного в ком-
плексной форме.
Используя равенство (8), запишем
m
h
f (r)(x) =
1X
k= 1
(ik)r
mY
=1
(exp(ikh)  1) ck exp(ikx):
Применяя равенство Парсеваля, имеем
km
h
f (r)k2 = 2m
1X
k=1
k2r
mY
=1
(1  cos kh)2k: (9)
Подставляя (9) в формулу (5), получаем

2m(f
(r); t) = 2m
1X
k=1
k2r2k(1  sinc kt)m > 2m
1X
k=n
k2r2k(1  sinc kt)m:
(10)
Воспользуемся далее одним вариантом неравенства Минковского,
приведенным в монографии А. Пинкуса [21, c. 109]:
( hZ
0
 1X
k=n
j efk(t)j2p=2dt
)1=p
>
( 1X
k=n
 hZ
0
j efk(t)jpdt
!2=p)1=2
(0 < p 6 2): (11)
Полагая efk := fk'1=p; из (11) получаем
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( hZ
0
 1X
k=n
jfk(t)j2
p=2
'(t) dt
)1=p
>
( 1X
k=n
 hZ
0
jfk(t)jp'(t) dt
!2=p)1=2
(0 < p 6 2): (12)
Возводя обе части неравенства (10) в степень p=2, умножая их на
функцию ', интегрируя по переменной t в пределах от 0 до h и при-
меняя соотношение (12), с учетом формулы (2) имеем
( hZ
0

pm(f
(r); t)'(t) dt
)1=p
> 2m=2
( hZ
0
 1X
k=n
k2r2k(1  sinc kt)m
p=2
'(t) dt
)1=p
> 2m=2
( 1X
k=n
 
kprpk
hZ
0
(1  sinc kt)mp=2'(t) dt
!2=p)1=2
=
( 1X
k=n
2k

Br;mk;h;p(')
2)1=2
> En 1(f) inf
n6k<1
Br;mk;h;p('): (13)
Из неравенства (13) следует оценка сверху экстремальной характе-
ристики (6)
Km;n;r;p;1=p('; h) 6

inf
n6k<1
Br;mk;h;p(')
	 1
: (14)
Перейдем к получению оценки снизу экстремальной характери-
стики (6), где s = 1=p. Можно показать, что числовая последователь-
ность fBr;mk;h;p(')gk2N; k>n ограничена снизу положительным числом,
т.е. она имеет отличную от нуля точную нижнюю границу. Рассмо-
трим функцию fk(x) = sin kx (k 2 N; k > n), принадлежащую классу
Lr2. Поскольку En 1(fk) = 1 и 
m(f
(r)
k ; t) = k
rf2(1  sinc kt)gm=2; то
En 1(fk) R h
0 

p
m(f
(r)
k ; t)'(t) dt
 1
p
> 2 m=2n r
( hZ
0
(1  sinc kt)mp=2'(t) dt
)  1
p
=
n
Br;mk;h;p(')
o 1
;
т.е.
Km;n;r;p;1=p('; h) >
n
Br;mk;h;p(')
o 1
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для любого натурального числа k > n. Отсюда, учитывая определе-
ние и свойства точных верхней и нижней границ числового множе-
ства, получаем
Km;n;r;p;1=p('; h) > sup
n6k<1
n
Br;mk;h;p(')
o 1
=

inf
n6k<1
Br;mk;h;p(')
 1
:
(15)
Сопоставляя неравенства (14) и (15), получаем требуемое равенство
(7). Теорема 1 доказана.
4. Рассмотрим следствия, вытекающие из теоремы 1.
Следствие 1. Пусть 0 < h 6 3=(4n) и выполнены все требования
теоремы 1. Тогда имеет место следующее равенство
Km;n;r;p;1=p('; h) =
n
Br;mn;h;p(')
o 1
: (16)
Доказательство. В силу поведения функции g(t) := sinc t (см., на-
пример, [22, с. 129, 132]), для любого x > 1 и 0 < y 6 3=4 имеем
g(y) > g(xy): Тогда справедливо неравенство
x(1  g(xy)) > (1  g(y)); (17)
где  и  — произвольные положительные числа. Пусть x = k=n
(k; n 2 N; k > n); y = nt (0 < t 6 h);  = rp;  = mp=2: Тогда из (17)
получаем
krp(1  sinc kt)mp=2 > nrp(1  sincnt)mp=2: (18)
Умножая обе части неравенства (18) на функцию ', интегрируя по-
лученное соотношение по переменной t в пределах от 0 до h, возводя
обе части полученного таким образом неравенства в степень 1=p и
умножая их на число 2m=2, имеем
Br;mk;h;p(') > Br;mn;h;p(') (k > n):
С учетом данного соотношения из формулы (7) получаем требуе-
мое равенство (16), чем и завершаем доказательство следствия 1.
Полагая в формуле (16) p = 2 и '  1; имеем один из результатов,
приведенных в работе [15]:
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sup
(
nr 1=2En 1(f)R h
0 

2
m(f
(r); t) dt
: f 2 Lr2; f 6 const
)
=
(
2m
nhZ
0
(1  sinc t)mdt
) 1=2
:
Введем обозначение Si() :=
R 
0 sinc t dt — интегральный синус —
и доопределим функцию 
m(t) в точке t = 0, полагая 
m(f; 0) = 0,
где f 2 L2.
Следствие 2. Пусть 0 <  6 3=4; m;n 2 N; () := (Si()  
sin )=(   sin ); (p) := (1 +mp=2)1=p. Если при некотором фикси-
рованном значении p 2 (0; 2] для элемента f 2 Lr2 (r 2 Z+) функция

pm(f (r)) является выпуклой вверх на сегменте [0; 3=(4n)], то ве-
личина наилучшего полиномиального приближения функции f удов-
летворяет неравенству
En 1(f) 6
(p)
nr
(2(1  sinc )) m=2
m(f (r); ()=n):
Если же функция 
pm(f (r)) при любом значении p из отрезка [p; p]
 (0; 2] выпуклая вверх на сегменте [0; 3=(4n)], то
En 1(f) 6
(p)
nr
(2(1  sinc )) m=2
m(f (r); ()=n):
Доказательство. Используя следствие 1, для функции f 2 Lr2 запи-
шем неравенство
En 1(f) 6 2 m=2nr
( R h
0 

p
m(f (r); t)'(t) dtR h
0 (1  sincnt)mp=2'(t) dt
)1=p
: (19)
Обозначая (t) =  sincnt, где 0 < t 6 3=(4n), и полагая '(t) =
d(t)=dt; получаем
hZ
0
(1  sincnt)mp=20(t) dt =
hZ
0
(1  sincnt)mp=2 d(1  sincnt)
=
mp
2
+ 1
 1
(1  sincnh)mp=2+1:
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Далее воспользуемся неравенством Иенсена, которое сформули-
руем в необходимом нам виде (см., например, [23, с. 288]):
Пусть L — непрерывная, выпуклая вверх функция, заданная на
полуоси R+. Если функции  и q определены на отрезке [a; b] и при
этом  измерима и почти везде конечна, q неотрицательна, q и  q
суммируемы и
R b
a q(t)dt > 0; то справедливо неравенствоR b
a L( (t))q(t) dtR b
a q(t) dt
6 L
 R b
a  (t)q(t) dtR b
a q(t) dt
!
:
Поскольку, по условию, 
pm(f (r)) — выпуклая вверх на отрезке
[0; 3=(4n)] функция, то, полагая в последней формуле L = 
pm(f (r));
q = ';  = t; a = 0; b = h; где 0 < h 6 3=(4n), получаемR h
0 

p
m(f (r); t)'(t) dtR h
0 '(t) dt
6 
pm
 
f (r);
R h
0 t'(t) dtR h
0 '(t) dt
!
:
Учитывая указанный выше вид функции ' = 0, из данного не-
равенства имеем
hZ
0

pm(f
(r); t)0(t) dt 6 (1  sincnh) 
pm

f (r);
h(Si(nh)  sin(nh))
nh  sin(nh)

:
Из последнего неравенства и соотношения (19), в которых пола-
гаем h = =n; следует оценка сверху величины наилучшего полино-
миального приближения функции f , которая в силу введенных ранее
обозначений запишется в виде
En 1(f) 6 (p) n r(2(1  sinc )) m=2 
m(f (r); ()=n):
Пусть теперь функция 
pm(f (r)) является выпуклой вверх при лю-
бом p 2 [p; p]  (0; 2]. Поскольку в последнем неравенстве от p за-
висит лишь величина , которая, как нетрудно убедиться, принимает
минимальное значение при p = p, то при оценке величины En 1(f)
сверху вместо числового значения (p) используем (p): Следствие 2
доказано.
Запишем значение величины Br;mk;h;p(') при h = a=n (0 < a 6 ) и
'(t) = q(nt), т.е.
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Br;mk;h;p(') = 2m=2
(
krp
a=nZ
0
(1  sinc kt)mp=2q(nt) dt
)1=p
= 2m=2nr 1=p
(
k
n
rp aZ
0
(1  sinc (kt=n))mp=2q(t) dt
)1=p
:
Отсюда получаем неравенство
inf
n6k<1
Br;mk;h;p(') > 2m=2nr 1=p infx>1
(
xrp
aZ
0
(1  sincxt)mp=2q(t) dt
)1=p
:
В силу теоремы 1 и рассуждений, подобных проведенным в работе
[5, с. 788–789], получаем следующий результат.
Следствие 3. Пусть m;n 2 N; r 2 Z+; 0 < p 6 2; q — неотри-
цательная, измеримая, суммируемая на отрезке [0; a] (0 < a 6 )
функция, не эквивалентная нулю. Тогда справедливы неравенстваn
m;r;p(a; q; 1)
o 1=p
6 sup
f2Lr2
f 6const
2m=2nrEn 1(f)nR a
0 

p
m(f (r); t=n)q(t)dt
o1=p
6
n
inf
x>1
m;r;p(a; q; x)
o 1=p
; (20)
где m;r;p(a; q; x) = xrp
R a
0 (1  sincxt)mp=2q(t) dt: При этом, если фун-
кция q такова, что infx>1m;r;p(a; q; x) = m;r;p(a; q; 1); то имеет
место равенство
sup
f2Lr2
f 6const
2m=2nrEn 1(f)nR a
0 

p
m(f (r); t=n)q(t) dt
o1=p = nm;r;p(a; q; 1)o 1=p:
Следствие 4. Пусть m;n 2 N; r 2 Z+; 0 < p 6 2; функция
q(t) = trp 1q1(t) — неотрицательная, измеримая, суммируемая на
[0; a], где 0 < a 6 ; q1 — невозрастающая, не эквивалентная нулю
функция. Тогда имеет место равенство
inf
x>1
m;r;p(a; t
rp 1q1(t); x) = m;r;p(a; trp 1q1(t); 1) (21)
и справедлива формула
sup
f2Lr2
f 6const
2m=2nrEn 1(f)nR a
0 

p
m(f (r); t=n)trp 1q1(t)dt
o 1
p
=
n
m;r;p(a; t
rp 1q1(t); 1)
o  1
p
:
(22)
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Доказательство. Покажем справедливость соотношения (21), поско-
льку равенство (22) будет сразу получено при помощи формулы (20)
из следствия 3.
Полагаем q2(t) = fq1(t); если 0 6 t 6 a; q1(a), если a 6 t < 1g:
При всех x > 1 имеем
m;r;p(a; t
rp 1q1(t); x) = xrp
aZ
0
(1  sincxt)mp=2trp 1q1(t) dt
=
axZ
0
(1  sinc t)mp=2trp 1q2(t=x) dt >
axZ
0
(1  sinc t)mp=2trp 1q2(t) dt
>
aZ
0
(1  sinc t)mp=2trp 1q1(t) dt = m;r;p(a; trp 1q1(t); 1);
т.е. формула (21) имеет место. Следствие 4 доказано.
Возвращаясь снова к выражению Br;mk;h;p('), введенному в форму-
лировке теоремы 1, выясним, какими дифференциальными свойства-
ми должна обладать функция ', чтобы выполнялось равенство
inf
n6k<1
Br;mk;h;p(') = Br;mn;h;p('): (23)
Лемма 1. Пусть функция ' является неотрицательной на отрезке
[0; h] и дифференцируемой на интервале (0; h) (0 < h 6 =n). Если
при некоторых r 2 N; 1=r 6 p 6 2 и любых t 2 (0; h) выполнено
неравенство
(rp  1)'(t)  t'0(t) > 0; (24)
то справедливо соотношение (23).
Доказательство. Учитывая вид выражения Br;mk;h;p(') и условия лем-
мы 1, для установления справедливости формулы (23) достаточно
доказать, что функция
y(x) := xrp
hZ
0
(1  sincxt)mp=2'(t) dt (25)
будет неубывающей при 1 6 x <1. Для этого покажем, что на мно-
жестве 1 6 x < 1 её первая производная y0 является неотрицатель-
ной, откуда будет следовать равенство inffy(x) : 1 6 x < 1g = y(1).
Дифференцируя функцию (25), получаем
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y0(x) = rp xrp 1
hZ
0
(1  sincxt)mp=2'(t) dt
+ xrp
hZ
0
@
@x
(1  sincxt)mp=2'(t) dt: (26)
Непосредственным подсчетом можно убедиться в справедливости ра-
венства
1
t
@
@x
(1  sincxt)mp=2 = 1
x
@
@t
(1  sincxt)mp=2: (27)
Используя формулу (27), из равенства (26) имеем
y0(x) = xrp 1
(
rp
hZ
0
(1  sincxt)mp=2'(t) dt
+
hZ
0
t'(t)
@
@t
(1  sincxt)mp=2dt
)
: (28)
Выполнив интегрирование по частям во втором интеграле, распо-
ложенном в правой части равенства (28), и учитывая неравенство
(24), получаем
y0(x) = xrp 1
(
(1  sincxh)mp=2h'(h)
+
hZ
0
(1  sincxt)mp=2

(rp  1)'(t)  t'0(t)

dt
)
> 0:
Лемма доказана.
Следствие 5. Пусть r 2 N; 1=r 6 p 6 2; 0 6  6 rp  1; 0 <  6 ;
'(t) = sin(t=h), где 0 < t 6 h 6 =n. Тогда для любых m;n 2 N
справедливо равенство
Km;n;r;p;1=p('; h) = 2 m=2n r
( hZ
0
(1  sincnt)mp=2 sin(t=h) dt
) 1=p
:
(29)
Действительно, нетрудно показать, что при 0 < x 6  имеет место
неравенство
sincx  cosx > 0: (30)
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Далее проверим выполнение условия (24) для функции ', полагая
(t) := (rp  1)'(t)  t'0(t)
= (t=h) sin 1(t=h)

(rp  1)sinc (t=h)   cos(t=h)

: (31)
В силу неравенства (30) имеем
sinc (t=h)  cos(t=h) > 0: (32)
Поскольку rp 1 > , то с учетом неравенства (32) выражение в кру-
глых скобках в правой части формулы (31) будет неотрицательным.
Следовательно, (t) > 0 для любых t 2 (0; h), а это, в силу леммы 1,
означает справедливость формулы (29).
5. Пусть M — выпуклое центрально-симметричное подмноже-
ство из L2. Символами bn(M; L2), dn(M; L2), dn(M; L2), n(M; L2),
n(M; L2) обозначим соответственно бернштейновский, гельфандов-
ский, колмогоровский, линейный и проекционный n-поперечникиM в
пространстве L2 (см., например, [21]). Между этими n-поперечниками
в L2 выполняются следующие соотношения
bn(M; L2) 6 dn(M; L2) 6 dn(M; L2) = n(M; L2) = n(M; L2): (33)
Пусть (t)(t > 0) — произвольная непрерывная возрастающая
функция такая, что (0) = 0. Через W rm;p() (m; r 2 N; 0 < p 6 2)
обозначим класс функций f 2 Lr2, для которых при всех 0 < t 6 2
выполнено неравенство
tZ
0

pm(f
(r); ) d 6 p(t): (34)
Следуя работам [13–15], обозначим через t величину аргумента
t 2 (0;1) функции sinc t, при котором она достигает своего наимень-
шего значения. Очевидно, что t есть наименьший из положительных
корней уравнения t  tg t = 0 (4; 49 < t < 4; 51). При этом полагаем
(1   sinc t) = f1   sinc t; если 0 < t 6 t; 1   sinc t; если t > tg.
Также обозначим En 1(W rm;p) = supfEn 1(f) : f 2W rm;p()g.
Теорема 2. Пусть n;m; r 2 N; 1=r 6 p 6 2. Если для всех 0 < t 6 2
мажоранта  удовлетворяет условию
p(t)
p(=n)
>
R t
0 (1  sincn)
mp=2
 dR =n
0 (1  sincn)mp=2 d
; (35)
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то справедливы равенства
2n(W
r
m;p(); L2) = 2n 1(W
r
m;p(); L2) = En 1(W
r
m;p())
= 2 m=2n r
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p


n

; (36)
где n — любой из перечисленных выше n-поперечников — bn; dn; dn;
n или n. При этом множество мажорант, удовлетворяющих ус-
ловию (35), не пусто.
Доказательство. Из формулы (29), в которой полагаем  = 0 и h =
=n, и соотношения (33) получаем оценки сверху
2n(W
r
m;p(); L2) 6 2n 1(W rm;p(); L2) 6 d2n 1(W rm;p(); L2)
6 En 1(W rm;p()) 6 2 m=2n r
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p


n

:
(37)
Для получения оценок снизу рассмотрим шар B2n+1 в подпро-
странстве Tn тригонометрических полиномов порядка n, т.е.
B2n+1 :=
(
Tn2Tn : kTnk = 2 m=2n r
 =nZ
0
(1 sincnt)mp=2dt
!  1
p


n
)
и покажем справедливость включения B2n+1  W rm;p(). Для прои-
звольного полинома
Tn(x) =
a0
2
+
nX
k=1
k cos(kx+ k)
имеем

2m(T
(r)
n ; ) = 2
m
nX
k=1
k2r2k(1  sinc k)m: (38)
Учитывая, что неравенство (1 sinc k)m 6 (1 sincn)m справедливо
для любых 0 6  <1 и k 6 n (k 2 N), из (38) получаем

m(T
(r)
n ; ) 6 2m=2 nr(1  sincn)m=2 kTnk: (39)
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Возведя обе части неравенства (39) в степень p, где 1=r 6 p 6 2, и
проинтегрировав их по переменной  в пределах от 0 до t (0 < t 6 2),
имеем
tZ
0

pm(T
(r)
n ; )d 6 kTnkp 2m=2 nrp
tZ
0
(1  sincn)mp=2 d: (40)
Учитывая условие (35), для любого полинома Tn 2 B2n+1 из неравен-
ства (40) получаем
tZ
0

pm(T
(r)
n ; )d 6
p(=n)
R t
0 (1  sincn)
mp=2
 dR t
0 (1  sincn)mp=2d
6 p(t):
Отсюда, в силу неравенства (34), следует включение B2n+1W rm;p().
Следовательно,
2n(W
r
m;p(); L2) > b2n(W rm;p(); L2) > b2n(B2n+1; L2)
> 2 m=2 n r
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p


n

: (41)
Сопоставляя соотношения (37) и (41), получаем требуемые равенства
(36).
Покажем, что функция (t) = t=p, где
 = 
. Z
0
(1  sinc )mp=2d; (42)
удовлетворяет условию (35) при любом n 2 N. Для дальнейших рассу-
ждений нам понадобятся оценки величины  как сверху так и снизу.
Из геометрических соображений очевидно, что sinc  > 1   = для
любого  2 (0; ). Тогда из соотношения (42) имеем
 > 
. Z
0
(=)mp=2d = mp=2 + 1: (43)
Для получения оценки сверху величины  воспользуемся неравен-
ством 1  sinc  > (=)2, где  2 (0; ). Из соотношения (42) получа-
ем
 < 
. Z
0
(=)mpd = mp+ 1: (44)
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Условие (35), которое требуется доказать для функции , примет
следующий вид:
 tn


>
R t
0 (1  sincn)
mp=2
 dR =n
0 (1  sincn)mp=2d
: (45)
Рассмотрим вспомогательную функцию
F (t) :=
 tn

   R t0 (1  sincn)mp=2 dR =n
0 (1  sincn)mp=2d
;
которую, используя формулу (42), перепишем в следующем виде
F (t) =
 tn

   n

tZ
0
(1  sincn)mp=2 d (46)
и покажем, что F (t) > 0 при любом 0 6 t 6 2. Это будет равносиль-
но выполнению неравенства (45). Рассуждения проведем для трех
случаев: а) 0 6 t 6 =n; б) =n 6 t 6 t=n; в) t=n 6 t 6 2.
Рассмотрим случай а). Воспользовавшись формулой (46) и нера-
венством sin  >    3=6 ( > 0), получаем
F (t) >
 tn

   n

tZ
0
n
6
mp
d
=
 tn


1  
 1nmp+1 
(mp+ 1)
p
6mp
tmp+1 

: (47)
Из неравенств (44) и (47) следует, что при t ! 0 + 0 функция F
принимает положительные значения. Покажем, что F является зна-
копостоянной функцией на интервале (0; =n). Для этого применим
метод рассуждений от противного, полагая, что существует точка
 2 (0; =n), при переходе аргумента t через которую F меняет свой
знак.
Поскольку, как следует из формул (32) и (46), F (0) = F (=n) = 0,
то в силу теоремы Ролля производная первого порядка
F (1)(t) =
n

 
tn

 1
  (1  sincnt)mp=2
!
(48)
должна иметь на интервале (0; =n) не менее двух различных нулей.
Из формулы (48) следует, что такое же количество различных нулей
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на (0; =n) и в тех же точках будет иметь и функция
G(t) :=

tn

2( 1)=(mp)
  1 + sincnt: (49)
В силу первого замечательного предела, для функции g(t) = sinc t
полагаем g(0) = 1. С учетом этого из соотношения (49) имеем G(0) =
G(=n) = 0. Следовательно, функция G имеет на отрезке [0; =n]
не менее четырех различных нулей. Поскольку функцию (49) можно
представить в виде
G(t) =
1
nt
G1(t);
где
G1(t) :=

1

2( 1)=(mp)
(tn)2( 1)=(mp)+1   nt+ sinnt; (50)
то из выше сказанного вытекает, что G1 также должна иметь на
[0; =n] не менее четырех различных нулей. Из теоремы Ролля сле-
дует, что производная первого порядка
G
(1)
1 (t) =

1

2( 1)=(mp)
n2( 1)=(mp)+1


2(  1)
mp
+ 1

t2( 1)=(mp) + n(cosnt  1) (51)
обязана обращаться в ноль на интервале (0; =n) не менее чем в трех
различных точках. Поскольку G(1)1 (0) = 0, то на основании аналоги-
чных соображений функция
G
(2)
1 (t) =

1

2( 1)=(mp)
n2( 1)=(mp)+1


2(  1)
mp
+ 1

2(  1)
mp
t2( 1)=(mp) 1   n2 sinnt (52)
должна иметь на (0; =n) не менее трех различных нулей. В силу
неравенства (43) из (52) получаем G(2)1 (0) = 0, что будет означать
наличие не менее чем трех различных нулей на интервале (0; =n) у
функции
G
(3)
1 (t) =

1

2( 1)=(mp)
n2( 1)=(mp)+1

2(  1)
mp
+ 1

2(  1)
mp


2(  1)
mp
  1

t2( 1)=(mp) 2   n3 cosnt:
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Из неравенства (44) и последней формулы следует, что G(3)1 является
разностью положительной выпуклой вниз монотонно убывающей сте-
пенной функции и монотонно убывающей тригонометрической фун-
кции, меняющей при переходе через точку =(2n) знак с плюса на
минус и направление выпуклости с выпуклости вверх на выпуклость
вниз. Следовательно, функция G(3)1 может иметь не более двух ра-
зличных нулей на интервале (0; =n). Полученное противоречие до-
казывает справедливость неравенства (45) при 0 6 t 6 =n.
Рассмотрим теперь случай б). Рассуждая от противного, дока-
жем, что функция (46) принимает на полусегменте (=n; t=n] поло-
жительные значения. Пусть существует некоторая точка  2 (=n;
t=n], при переходе через которую аргумента t функция F меняет
свой знак. Поскольку F (=n) = 0, то на основании теоремы Рол-
ля функция F (1), а значит и функция G1, определяемая формулой
(50), имеет на множестве (=n; t=n) не менее одного нуля. Поскольку
G1(=n) = 0, то на основании аналогичных соображений производная
первого порядка G(1)1 должна иметь на интервале (=n; t=n) также не
менее одного нуля. Согласно формуле (51) и неравенству (43) прои-
зводная G(1)1 является суммой двух монотонно возрастающих выпу-
клых вниз функций, первая из которых принимает положительные
значения, а вторая — отрицательные значения. Из сказанного следу-
ет, что
minfG(1)1 (t) : =n 6 t 6 t=ng = G(1)1 (=n): (53)
Из соотношений (51) и (43) имеем
G
(1)
1 (=n) = n

2(  1)
mp
  1

> 0:
Следовательно, согласно формуле (53) G(1)1 (t) > 0 для любого t 2
(=n; t=n). Противоречие, полученное в связи с тем, что функция
G
(1)
1 должна была иметь по крайней мере один ноль в указанном
интервале, доказывает справедливость неравенства (45) и в случае б).
Рассмотрим далее случай в). При t=n 6 t 6 2 функция (46)
примет следующий вид:
F (t) =

tn


  1  n

t=nZ
=n
(1  sincn)mp=2d
  n

(1  sinc t)mp=2

t  t
n

:
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Отсюда имеем
F (1)(t) =
n

 
nt

 1
  (1  sinc t)mp=2
!
: (54)
В силу неравенства (43) функция (54) является монотонно возраста-
ющей и
minfF (1)(t) : t=n 6 t 6 2g = F (1)(t=n): (55)
Поскольку при  6 t 6 2 справедливо неравенство sin t > t(1  t=);
т.е. sinc t > 1   t=, то с его помощью и на основании формулы (43)
получаем
F (1)

t
n

=
n

 
t

 1
  (1  sinc t)mp=2
!
>
n

 
t

mp=2
  (1  sinc t)mp=2
!
> 0:
С учетом соотношения (55) это означает, что на отрезке [t=n; 2]
функция F является монотонно возрастающей. Поскольку, как сле-
дует из случая б), F (t=n) > 0, то на рассматриваемом точечном мно-
жестве функция F будет положительной, что означает выполнение
неравенства (45) и при t=n 6 t 6 2. Теорема 2 доказана.
6. Из доказанной теоремы 2 вытекают такие следствия и утвер-
ждение.
Следствие 6. Для любых чисел n;m; r 2 N; 1=r 6 p 6 2 имеют
место следующие равенства
2n(W
r
m;p(); L2) = 2n 1(W
r
m;p(); L2) = En 1(W
r
m;p())
= 2 m=2 =p n r =p
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p
;
где мажоранта  была введена в ходе доказательства теоремы 2.
Вопросы вычисления точных верхних граней модулей коэффици-
ентов Фурье на различных классах функций действительного пере-
менного в разное время рассматривались, например, А. В. Ефимо-
вым, А. Ф. Тиманом, Н. П. Корнейчуком, В. И. Бердышевым, С. Ми-
лорадовичем, С. А. Теляковским, А. И. Степанцом и многими дру-
гими (см., например, [24–27]). Следующее утверждение продолжает
указанную тематику.
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Утверждение 1. Пусть выполнены все условия теоремы 2. Тогда
для любого n 2 N справедливы следующие равенства
supfjan(f)j : f 2W rm;p()g = supfjbn(f)j : f 2W rm;p()g
= 2 m=2 n r
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p


n

;
где an и bn есть косинус и синус-коэффициенты Фурье функции f
соответственно.
Доказательство. Не уменьшая общности, проведем рассуждения
для коэффициентов Фурье bn(f). Поскольку
bn(f) =
1

2Z
0
f(t) sinnt dt =
1

2Z
0
(f(t)  Sn 1(f; t)) sinnt dt;
то используя неравенство Коши–Буняковского, а также соотношения
(2) и (36), получаем
supfjbn(f)j : f 2W rm;p()g 6 En 1(W rm;p())
6 2 m=2 n r
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p


n

: (56)
Для нахождения оценки снизу рассмотрим функцию
ef(t) := 2 m=2 n r( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p


n

sinnt:
Очевидно, что функция ef принадлежит шару B2n+1, введенному в
ходе доказательства теоремы 2. Поскольку ef W rm;p(), то
supfjbn(f)j : f 2W rm;p()g > jbn( ef)j
= 2 m=2 n r
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p


n

: (57)
Сравнивая оценку сверху (56) с оценкой снизу (57), получаем требу-
емое равенство
С. Б. Вакарчук, М. Ш. Шабозов, В. И. Забутная 439
supfjbn(f)j : f 2W rm;p()g
= 2 m=2 n r
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p


n

;
чем и завершаем доказательство утверждения.
Следствие 7. Пусть выполнены все условия теоремы 2. Тогда для
произвольного n 2 N справедливы равенства
supfjan(f)j : f 2W rm;p()g = supfjbn(f)j : f 2W rm;p()g
= 2 m=2 =p n r =p
( =nZ
0
(1  sincnt)mp=2dt
) 1=p
:
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